Professor Alessandro Monteiro
MA 11 - Numeros e Fungdes Reais
Lista 02

01. Prove que a fungado afim é crescente (decrescente) se, e somente se, a taxa de
variacao for positiva (negativa).

02. (TFP) Seja f:R-—>R crescente. Mostre que as seguintes afirmagdes sé&o
equivalentes:

i) f(nx)=nf(x) paratodo neZ eparatodo xeR.
ii) Pondo a = (1), tem-se que f(x)=ax paratodo xeR.

i) f(x+y)=f(x)+ f(y) paratodos x,yeR.

03. Seja f : IR —> R mondétona injetiva. Mostre que se o acréscimo f(x+h)— f(x) = go(h)

depender apenas de h, mas nao de x, entao f é uma fungao afim.

04. Prove areciproca do resultado anterior.

05. Considere a fungdo quadratica definida por f(x) =ax’ +bx+c. Prove que se a > 0

. : A
entdo f admite um valor minimo y = —4—, onde A=h"—4ac, e este valor ocorre quando
a

b
xX= —2— . Estabeleca e prove um resultado similar para o caso em que a<O0.
a

06. Sejam a, b e ¢ reais com a diferente de zero e f(x)=ax’ +bx+c paracadaxem R.

b
Mostre que se a > 0 entdo f é decrescente em (—oo,—z—}e crescente em {—2—,+oo .
a a

Estabeleca e prove um resultado similar para o casoem que a<0.

07. Seja f uma fungdo quadratica de dominio e contradominio reais definida por
A

f(x)=ax*+bx+c, onde a é ndo nulo. Mostre que se a > 0 entdo Im( /)= [—4—,+ooj.
a

Estabeleca e prove um resultado similar para o casoem que a<O0.

08. Seja f(x)=ax’ +bx+c,A>0e x, < x, os zeros da fungdo. Prove que se a > 0, entéo

f(x) <0 se, e somente se, x € (xl,xz). Estabeleca resultados similares a fim de comprovar

o estudo do sinal de uma fungéo quadratica para qualquer caso possivel.




09. (MA11-2011)

(1.0} (a) Quais sdo os valores de y para os quais existe uma funcio quadritica f: R — R tal que f(1) =3, f(2) =5 e

fi3) =w?

(1.0) (b) Tome y =9 e determine a funcio quadritica correspondente. Justifigue seus argumentos.

10. (MA 11 -2011)

.0) (a) Seja f: A— B uma fungio. Dé as definigies de e f™ cpara X C AeY C B. Se f: R —+ R é dada
L.0) (a) Sej A= B fungaon. Deé lefinigoes de flX) Wy XcAeYC B S R —+ Rédad
por f(z) = 22? + 3r + 4, determine os conjuntos f{R) e f~1(3).

(L0} (b) Seja f: A — B uma funcio. Prove que f(X UY) = f(X)U f(Y), quaisquer que sgjam X, ¥ < A. Dé um
exemplo em que f(X NY)# f(X)n f(¥)

11. (MA11-2012)

Questdo 2. A imagem (ou conjunto de valores) de uma fungio f : R — R é o conjunto f(IR) cujos elementos sdo os
nimeros f(x), onde x é qualquer nimero real.

Determine as imagens da fungio afim f : R — R, f(x) = rx +5, e da fungdo quadraticag : R — R, g(x) =
ax? + bx + ¢. Discuta as possibilidades e justifique suas afirmagoes.

12. (MA 11 -2013)
Considere a fungdo quadratica f: R —+ R, f(r) =az®+bxr+¢, coma > (. Use a forma
canédnica do trinémio de segundo grau

y=alzr —-'ﬂn]g + Yo

para mostrar que:
a) (zg,yo) &€ um ponto de minimo absoluto de f; (pontuacdo 1,0)

b) a reta = = =; € um eixo de simetria vertical do grafico de f. (pontuacdo 1,0)

13.(MA11-2013)
Considere a funcdo p : [—1,5] — R definida por:

3r—12 se -1
[l —2| =1 se 1<

(a) Faga um esbogo do grafico de p. (pontuaco 0,5)

Zr<1
r=h
(b) Determine todas as solucGes reais da equacdo p(x) = 2. (pontuacdo 0,5)

(c) Determine todos os pontos de maximo e de minimo locais e absolutos de p. (pontu-
acao 0.5)
(d) Faca um esbogo do grafico da funcdo g : [—1,2]] — R definida por:

g(z) = p(2r + 1) - 2.




14. (ENQ 2025 - QUESTAO 08 - 0,5 + 0,75)
Seja f(z) = =° + r. Mostre que

(a) Para todos r,s € B, f (T - S) = fir) + 1(s) .

2 2

L

(b) Mais geralmente, mostre que se ) < 3 < 1, entdo

flgr+(1— 38 < 3f(r)+ (1 = 3)f(s), para todos r, s € E.

15. (ENQ 2024 - QUESTAO 03 - 0,75 + 0,50)
Um polindmio p(r) de coeficientes reais é tal que p{(l) = 1, p(2) = 3 e p(3) = 3.
(a) Determine o inico polindmio do segundo gran nas condicoes dadas.

(b) Exiba, caso exista, um polindmio do terceiro gran nas condigoes dadas.

16. (ENQ 2023 - QUESTAO 06 - 0,5 + 0,75)

Considere a sequéncia 1,1,2,2,3,3,4.4,5,5,6,6,7,7,... formada por duplas de niimeros inteiros iguais, iniciando em
1.1, sendo cada mimero da dupla seguinte o sucessor do mimero da dupla anterior.

Seja f(n) a soma dos n primeiros termos da sequéncia acima.

(a) Calcule f(23) e f(50).

(b) Determine expressoes para f(n) em funcio de n, no caso em que n é par € no caso em que n é impar.

17. (ENQ 2022 - QUESTAO 03 -0,5 + 0,75)

(a) Sejam r e y mimeros reais.

o Tr+1 . A .o
Prove que +/z2 + 32 = |—§“r| e que a ignaldade é verificada se, e somente se, r = y.
v

(b) Sejam a e b reais tais que a + b= 1.

Determine os valores de a e b tais que 1,_,-"'{:1 —9)% + (b — 13)? tem o menor valor possivel.

18. (ENQ 2021 - QUESTAO 04 - 1,25)

Sejam r e s rafzes da equacio az® + br +c = 0 em que a, b e ¢ sio mimeros reais dois a dois distintos, com a e ¢ nio

- - I 1 2 5 -
nulos. Suponha que, nesta ordem, a, ¢ e b estdo em progressao aritmética e também que, — + =, r + 5, 7% + 5° estio
ros

- . c 1
em progressio geométrica, nesta ordem. Mostre que — = 5
a

19. (ENQ 2020 - QUESTAO 01 - 1,25)

Determine a equacio da reta tangente i pardbola y = x? + x4 1 no ponto P = (1, 3) usando o seguinte procedimento:
# Escreva a equacao de uma reta r passando pelo ponto P = (1, 3) com inclinagio m.

& Determine m de modo que a intersegio entre a pardbola y = 2% + x4+ 1 e a reta r tenha um tinico ponto, no
caso o ponto P




20. (ENQ 2020 - QUESTAO 02 - 1,25)
Para cada sentenca abaixo. diga se ela é verdadeira ou falsa, justificando sua resposta.
(a) Existe um mimero real = tal que br+7 <2 —x < Tr+ 8.

2 :
r+4r+3 n

b} Se x & um niimero real tal que = > 3. entio — .
(b) 4 ' 2 —dx+37

(¢) Para todo mimero real r, tem-se que © < 1 = 2% < L.

21. (ENQ 2026 - QUESTAO 08 - 1,25)

Sejam a. h e k sdo niimeros reais, a > 0. Considere a funcio quadratica f(z) = a(z — h)? + k.

Abaixo estd o esbogo do grafico da funcao g(z) = | f(x)|.

Y

\

Sobre o grafico sabe-se que: os trés pontos destacados sdo colineares, um deles é o vértice do arco de parabola e

as coordenadas dos outros dois sdo (1,3) e (9.3).
(a) Mostre que se z # 2’ e f(x) = f(2') entio = + 2’ = 2h.

(b) Determine os valores dos parametros a, h e k.



